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BESKRIVNING AV GODA SVAR

De beskrivningar av svarens innehall och podngséttningar som ges hér &r inte bindande for student-
examensndmndens bedomning. Censorerna beslutar om de kriterier som anvénds i den slutgiltiga
beddmningen.

Av en god prestation framgar det hur examinanden har kommit fram till svaret. I 16sningen maste
det ingd nodviandiga utrdkningar eller andra tillrdckliga motiveringar och ett slutresultat. 1 be-
domningen fésts uppmairksamhet vid helheten och vid de tre stegen start, mellansteg och slutresultat.
Riknefel som inte visentligt andrar uppgiftens natur ger ingen betydande sdnkning av antalet poing.
Réknefel och fel i den matematiska modellen som éndrar uppgiftens natur kan ddremot sdnka antalet
poang avsevart.

I provet dr riknaren ett hjalpmedel, och dess roll bedoms separat for varje uppgift. Om symbolrdknare
anvénts 1 en uppgift ska det framga av prestationen. I 16sningar av uppgifter som kriaver analys racker
det inte enbart med ett svar som erhallits med hjilp av ridknaren utan 6vriga motiveringar. Didremot
racker ett svar som examinanden fatt med rdknaren i allménhet i rutinberdkningar. Detsamma géller
rutinmdssiga delar av mera omfattande uppgifter. Exempel pa sddana dr omskrivning av uttryck,
ekvationsldsning samt derivering och integrering av funktioner.
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Del A

P <4e 2] <2 1
S a2 1
och x> —2 1
2> —4r+3 =0« 2 =1 eller z = 3 med rotformeln. 1
Uppatvand parabel = 1:a olikheten satisfieras da 1 < z < 3. 1
Genom att kombinera med deluppgift a far vi 1 < z < 2. 1
Vi forlanger med x: ﬁ =H 1
= uttrycket far formen 11? 1
=1 1
(V2)° = 1
(V/3)6 = 8 = V2< V3 1
(V2)10 = 2 =32 och (V/5)10 = 5% =25 < 32
= /5 <2 1
~1 3+x - / n(3 + ) 1
=1In4—1In2 1
In(4/2) =1n?2 1
f_ll el dy = fo e 2 dx + fol e?® dx 1
_ _% 01 —2x + 1 2:p 1
=e?—1 1
smr=1&r=5+n-2m,neZ 1
I intervallet [0,27] finns endast 16sningen = = 7. 1
f(t) = —sint 1
Nollstéllena i intervallet [0,27] &r ¢ = 0, t = 7 eller t = 2. 1
sinz =1—cos’z =sin’z & sinz (1 —sinz) = 0 & sinz = 0 eller sinz = 1. 1
Med stod av foregaende fall ar z = 0 eller 2 = %) 2 = 7 eller z = 27. 1

27
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Del B1

U4+20=—1+25—11k 1
En koefficient fel, tva korrekta. 1
u-v=—-14+0-21=-22 2
Litet réknefel. -1
COS ¥ = TRy = ViV !
= p = 146,255 ...° = 146° 1
I tangeringspunkten har ekvationsparet y = kz, (x — 5)* + (y — 5)? = 1 exakt en
16sning (z,y).

Vi far ekvationen (z —5)? + (kx —5)? =1 (1+k*)z*> — 10(k+ )z +49=0. | 1
Diskriminantvillkor D = 100(k + 1) — 4 -49(1 + k) = O 1
& 12k — 25k + 12 = 0, ur vilket vi far losnlngarna k=3 eller k = 3. 1
Den storre riktningskoefficienten ér k = %, som ger ekvatlonen 295 o 73—056—1—49 =011
:>x——ochy— x—258. 2
Villkoret y(30) = 5y(0) < yoe % = Zyq 1
ur vilket k = %2 [enhet 1/ar]. 1
Det fragas efter tiden ¢y, for vilken det géller att y(¢;) = ;y(0) & e = . 1
Som 16sning far vi t; = 1n10 =30 /= 99,6578 ar, dvs. det efterfragade aret ar

1986 + 100 = 2086. 1
Eftersom y/(t) = —kype " 1
ir y/(40) = —1n2e40ky, = 29743y, ~ —0,0092 yo /4T 1
Langden av sexhorningens sida adr densamma som cirkelns radie = 1, och sexhor-
ningens omkrets ar 6 - 1 = 6. 1
Det relativa felet ar 27 ~ —0,045. 1
Da vi undersoker en av de liksidiga trianglar som sexhorningen bestar av, sa
uppfyller triangelns hojd h ekvationen h? + (%)2 =1, 1
dvs. h = L.

For lingden av tolvhorningens sida s géller (3)* + (1 — h)? = s?, 1
dvs. s = /2 — /3 och som omkrets far vi 12s = 12v/2 — /3. 1
Det motsvarande relativa felet &r cirka —0,011. 1
Da k=1 ar limy_,op w(t,1) = limy o, 7" = 1. 1
D& 0 < k < 1 &r limy_oy w(t,k) = limy_o, kt" e " = . 1
Da k > 1 ér limy_o, w(t,k) = lim;_, ktF1 e =0. 1
W(ak) = [} kt*te " dt = — /e " 2
:1—e_$k,x>(). 1
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10.

Del B2

Den storsta gemensamma faktorn av talen 3 och 5 ar 1,

dvs. alla heltal n kan framstéllas i formen n = bx + 3y for lampliga x,y € Z.
Svaret dr alltsa att det a&r mojligt.

Eller: En funnen framstéllning 4 =8 -3 — 4 - 5, ur vilket svaret foljer.

Den storsta gemensamma faktorn av talen 6 och 10 ar 2,
vilket betyder att vi med dessa tal endast kan framstélla jamna heltal.
Svar: det ar inte mojligt.

sgf(2k,k 4+ 1) = sgf(2k — (K + 1),k + 1) = sgf(k — 1,k + 1) = sgf(k + 1,2).

Om £ &r udda, sa &r sgf(k + 1,2) = 2, och ett udda tal k + 2 kan inte framstéllas.
Om k = 2n ar jamnt, sa ar sgf(k + 1,2) = 1, dvs. k + 2 kan framstéllas.

Svar: Alla jaimna positiva heltal k.

Eller: Om k = 2n, sa ar k + 2 = 2(n + 1) jamnt och det kan bildas med stéd av
formeln £ +2 = (n+ 1)(2(k + 1) — 2k).
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11.

For bagvinkeln « och mittpunktsvinkeln 5 som svarar mot samma (cirkel)bage
galler f = 2a.

Det ar fraga om skirningpunkten mellan bisektriserna till triangelns vinklar.
Da man skriver in den storsta mojliga cirkeln i triangeln sammanfaller cirkelns
medelpunkt med bisektrisernas skidrningspunkt.

ELLER

Det ar fraga om skdrningpunkten mellan bisektriserna till triangelns vinklar, alltsa
alla tre bisektriserna till hornen i en triangel skir varandra i en punkt.

ELLER

Det ar fraga om skirningpunkten mellan bisektriserna till triangelns vinklar.
Med denna punkt som medelpunkt kan man rita en cirkel som tangerar triangelns
samtliga sidor.

Motivering till deluppgift a: Vinkelsumman i triangeln BMC ar 180°.

Storleken pa vinkeln M i denna triangel ar 180° — .

Det &ar samtidigt fraga om en likbent triangel (de sidor som utgar fran hérnet M
utgors av cirkelns radie), dvs. storleken pa vinkeln B &r ocksa a.

Déa dr (180° — ) + a + o = 180°, ur vilket det foljer att 5 = 2a.

Motivering till deluppgift b (forsta alternativet): Vi placerar in en liten cirkel i
en vinkel, och cirkeln tangerar vinkelns bada ben. Vi later cirkelns radie véxa
(genom att bevara tangeringen) sa att cirkeln moter triangelns tredje ben. Med
hjalp av likformiga trianglar ar det nu latt att visa att triangelns alla bisektriser
skiar varandra i medelpunkten till denna cirkel.

ELLER

Motivering till deluppgift b (andra alternativet): Vi bevisar att alla tre bisektriser
till vinklarna i en triangel skiar varandra i en och samma punkt.

Anta att hornpunkterna i en triangel &r A, B och C'. Anta att bisektriserna till
vinklarna A och B skér varandra i punkten P. Vi ska bevisa att dven bisektrisen
till vinkeln C' skir de andra bisektriserna i denna punkt.

Vi ritar normaler fran punkten P till motstaende sidor till vinklarna A, B och
C'. Vi betecknar skiarningspunkterna A’, B’ och C’.

Trianglarna APC” och APB' &r kongruenta (vvs, gemensam hypotenusa). Pa
motsvarande satt dr trianglarna BPC” och BP A" ockséa kongruenta. Da géller det
att avstanden mellan skidrningspunkterna for tva bisektriser och vardera sidor i
triangeln ar samma.

Vi ritar striackan PC. Trianglarna CPA’ och C'PB’ dr kongruenta (rétvinkliga
trianglar med en gemensam hypotenusa och lika langa kateter). Alltsa halverar
strackan C'P vinkeln C.

ELLER

Motivering till deluppgift b (tredje alternativet):

Lat bisektrisernas skidrningspunkt vara P. Vi ritar normaler fran punkten P till
triangelns samtliga sidor.

Pa grund av parvis kongruenta trianglar (gemensamma hypotenusor, lika stora
vinklar) &r alla avstand mellan punkten P och triangelns sidor samma.

Cirkeln gar alltsd genom de har punkterna (skdrningspunkterna mellan sidorna
och normalerna).

Eftersom avstandet ar det minsta mojliga, tangerar cirkeln triangeln exakt i dessa
punkter.
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12.

13.

Nér man ska rdkna ut hur manga symboler som &r sammanhéngande lonar det
sig att vara systematisk, sa att berdkningen l6per sa smértfritt och korrekt som
mojligt. Till exempel féljande sitt ar mojligt.

Vi granskar de symboler for vilka den mittersta LED-lampan inte lyser. Symbo-
len d&r sammanhéngande om det uppstar en “mask” i randen. Symbolen ar sam-
manhéngande da hela randen lyser (nollsymbolen) och da den &r avslagen (tom
symbol) som inte riknas med.

I ovriga fall borjar masken i nagon av de sex punkterna och dess langd ar i
intervallet 1-5, dvs. totalt 30 fall.

Da aterstar de fall dir den mittersta LED-lampan lyser. De fallen dr 2% = 64 till
antalet.

Av dessa ar icke-sammanhéngande fall sadana dér de tre 6vre LED-lamporna ar
av-pa-av, eller de tre nedre LED-lamporna pa motsvarande séatt, eller bade och.
Totalt dr dessa fall 23 — 1423 —1+1 = 15, dvs. de sammanhingande symbolerna
ar 64 — 15 = 49 till antalet.

Totalt ar de sammanhingande symbolerna alltsa 80 till antalet.

Antalet symboler dr 27 = 128,
vilket betyder att den efterfragade sannolikheten &r
symbolen riknas med)

81

158 (eftersom &ven den tomma

Anta att g(z) = 2 —a —Inz, d& « > 0. Eftersom ¢'(z) = 20 — 1 = 0 i

endast en punkt zy = \/Li’ kan ekvationens losningar var hogst tva till antalet
(teckenschema).
Losningen zg ar entydig < g(zo) = ¢'(zo) = 0, ur vilket foljer att a = %(1 +1n2)

Vi betecknar h(z) = f(x) —a —Inz, da z > 0.

eftersom f(z) &r vixande ar f’(x) > 0, och eftersom f”(x) > 0 da = > 0, maste
f'(z) > 0 for varje > 0. Da &r W/ (z) = f'(z) — 2 =0 & zf'(z) = 1.

Om den hér ekvationen har tva olika 16sningar xq,29 > 0, sa géller (med stod
av Rolles sats) att mellan dessa finns ett nollstélle ¢ till derivatan av funktionen
p(x) = xf'(x)

=p'(c)=f(c)+cf'(c) =0= f"(c) = —@ < 0, vilket &r en motségelse.
Eftersom f’(z) > 0, f”(x) > 0 och I &r avtagande, har ekvationen z f'(z) =1 en
16sning xy > 0, som med stod av foregaende ar entydigt.

Uppgiftens villkor uppfylls endast da h(xg) = 0, ur vilket foljer

a = f(xg) — Inxo.
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