YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIKPROV, LANG LAROKURS 28.9.2016
BESKRIVNING AV GODA SVAR

Examensdmnets censorsmote har godként foljande beskrivningar av goda svar.

Av en god prestation framgér det hur examinanden har kommit fram till svaret. I 16sningen maste
det ingd nddvéndiga utrdkningar eller andra tillrickliga motiveringar och ett slutresultat. I be-
domningen fasts uppmirksamhet vid helheten och vid de tre stegen start, mellansteg och slut-
resultat. Raknefel som inte vésentligt dndrar uppgiftens natur ger ingen betydande sdnkning av
antalet poing. Rédknefel och fel i den matematiska modellen som dndrar uppgiftens natur kan
ddremot séinka antalet poing avsevirt.

I provet &r riknaren ett hjdlpmedel, och dess roll bedoms separat for varje uppgift. Om symbol-
raknare anvints i en uppgift ska det framga av prestationen. I 16sningar av uppgifter som kraver
analys ricker det inte enbart med ett svar som erhéllits med hjilp av rdknaren utan Ovriga
motiveringar. Diaremot rdcker ett svar som examinanden fatt med rdknaren i allminhet i rutin-
berdkningar. Detsamma giller rutinméssiga delar av mera omfattande uppgifter. Exempel pa sadana
ar omskrivning av uttryck, ekvationsldsning samt derivering och integrering av funktioner.
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Del A

1. (1 poédng/fall)
Formel Pastiende Formel nr
1| b=2a | A |Talethir 50 % storre dn talet a. 3
2 | b=0,5a | B |Taleta ir en fjardedel av talet b. 5
3| b=15a | C | Taletb ar hilften av talet a. 2
4| b=4a | D | Taleth ér25 % storre an talet a. 6
S| b=4a E | Talet b dr dubbelt sé stort som talet a. 1
6| b=2a F | Talet a ar fyra génger sa stort som talet b. 4
2; Innanf6r kvadratroten eller separat noterat \/cT2 =a 1
a
Upprepat tre ginger, svaret a 1
Svaret +a -1
Jat = a? 0
b) , 1 2
X)=———,
(%) ST
dvs. f'(2)=1-2=0. 1
Derivering 4ven med kvotderivata eller med negativ exponent
Deriveringsfel, tva termer och korrekt inséttning 1
¢) | Funnit integralfunktionerna —cos(x) och sin(x). 1
Ritt svar 2. 1
Teckenfel 1 integreringen. max
1
Insdttning i funktionen sin x + cos x 0
Integreringskonstant 1 svaret. -1
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3 Ib(x+1)—1b(4x) = 1bx_+1 =1, ("=1” krévs inte), :
a) 4x
vilket ger x:—;' =21 1
x+1=8x<:>7x=1<:>x:% 1
b) |Ib4=2 1
Ib8=3 1
darfor duger viardena n=4,5,6,7,8. 1
Svaret kan dven ges i formen 4 = 1t = € eller motsvarande.
ELLER:
2= lbn=—>n=x= 4 1
lbn= 3=82=n 1
varfor n=4,5,6,7,8. 1
Inte ndmnt att funktionen dr stringt vixande eller monoton. -0
Definitionsvillkor x = @ saknas. -0
4. | Rektangelns sidor ir x och 4 — x°. 1
Arean A(x)=x(4—-x")=4x-x",0<x<2. 1
Derivatan A'(x)=4-3x7, 1
vars nollstéllen dr x = J_r%. Av dessa duger endast det positiva vérdet. 1
Eftersom A(x) i det slutna intervallet [0,2] &r en definierad 1
kontinuerlig funktion och A(0)= 4(2)=0, ELLER med
teckenschema
ir det storsta virdet A = A(%) = %\/5 (= % . 1
Som area behandlat endast funktionen 4 — x”. +0
Svaret i form av en summa. -1
Deriveringsfel, nollstélle 1 intervallet (0,2) max
4
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Del B1

5. | Vibetecknar vinklarna a,a +d och a +2d . Vinklarnas summa ar 1
a) | 3q¢+3d =180°, vilket ger a+d = 60".
Storsta vinkeln dr a +2d =103°. (Behover inte motiveras)
- . a+2d =103 1
Vi fér ekvationsparet ,
a+d =060
vilket ger @ = 17° och d = 43°. Vinklarnas storlek 17°,60" och 103°.
1
ELLER:
Vi betecknar vinklarna a —d,a och a+d . 1
Vinklarnas summa ir 3a =180, vilket ger a = 60°. 1
Den storsta av vinklarna dr a +d =103°, dvs. d =43°. Vinklarnas 1
storlek ar darmed 17°,60° och 103°.
ELLER:
1032 + 103% — d + 103°% — 2d = 180° eller motsvarande. 3
Endast bild dér en vinkel dr 103°. 0
Endast svar. 1
b) | Vi betecknar vinklarna x,gx och ¢’x, av vilka den minsta vinkeln &r 1
x=%.
Vinklarnas summa &r Z(1+ ¢ + ¢*) =  , vilket ger villkoret
g +q-6=0< g=2vqg=-3 (duger inte). I
Vinklarnas storlek &r dirmed Z,2Z och 4z, 1
Om den givna vinkeln dr den mittersta och vinklarna &r g, x och gx, |1+1+1
dirx = ;, sadrg =3 + 2+/2 och vinklarna [:3_2:2}#, ;, EH?:Z}”.
En l6sning récker. For moment b kan man fd tre podng antingen for
en helt korrekt losning, eller for tva losningar ddr de tva forsta stegen
dar korrekta.
Endast svar 1
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6. | Rénnan &r ett rakt prisma. Om &ndtriangelns area ar 4, s dr rdnnans 1
a) |volymV, =4b.
Det aterstdende vattnet bildar en tresidig pyramid, vars volym &r 1
V,=1A4b. Volymen av det avldgsnade vattnet &r V =2 4b=%V,.
Vatten har runnit bort med % av hela méingden, dvs. 1
2909% =663 % ~ 67%.
b . 2 1
) Andtriangelns hojd H = # och area 4, = a f :
e R a1
Genom att jimfora areorna for dndtrianglarna—- = 3 eller ur
a
- 1
. 1 i3 Z o _ i .
ekvationen EA'- b= TEE bfas d = i (Figur nedan)
Vattnets hojd ar darmed a3 = ay3 _— 1
2 32 2
Narmevarden ok om svaret ar 0,5a eller a/2, annars max 2.
Numeriska vdrden anvénts for a eller . max
4
Moment a fel i moment b. max
3
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7- | Avstandsvillkoret ger ekvationen /x* + »* = 12—y, (redan en bra 1+l
a) bild ger den fOrsta podngen),
av vilket vi fir x> +y* =4 -4y + 7, 1
alltsd y =—1x" +1. (de tva sista stegen dven med riknare). 1
OBS: ”y="eller ’f(x)=" krévs.
ELLER:
Noterats vara en parabel och funktionens uttryck erhallet med tre 4
punkter och ekvationssystem.
Tecken for absolutbelopp saknas. -0
b) | Kurvan skir x-axeln, d& y =0. Av villkoret —1x* +1=0 foljer
=4 x=12. 1
Eftersom omradet ligger ovanfor x-axeln (och dr symmetriskt med
2 1
avseende pa y-axeln) ar den efterfragade arean 2 J (—3x* +)dx =
0
2
3 — 2 _38
2{(—%x +x) = 2(—§+2) =1.
Virdet pd den bestdmda inegralen med réknare. -0

Moment a fel men nedatvand parabel, moment b max 2.
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8. | Olika rutter: -
a) = "‘}5 =4 1:} = o — wi»—»-»-f : :——-—f 7 = § i
L1 | o 1)
.A«,-,_.EBPZ — l %, AN 1,_._____________ . T__w‘n.
A é 4 = e
Rutternas sannolikheter ar frén vanster: +-4-1-1=%, 1-4.-1.1=1,
1.1.1.1=1 1.1.1.1=1 1.7.1.1=1 2
27y l=g ol l=g, 3 lg 1=y
En eller tva sannolikheter fel. -1
Minst en rutt och dess sannolikhet rétt 1
Fyra rutter och deras sannolkheter ritt 2
b) | Mojliga motesplatser dr punkterna Py och P,. 1
Sannolikheten for att motas i punkten Py dr p, =(3-1)(3-1).
Sannolikheten for att motas 1 punkten P, ar 1
pa =3+ £G4,
ELLER
1L 2 3
p=yohPa=gg
Den efterfrigade sannolikheten ar p, + p, = -+ = 3. 1
Endast den ena motespunkten beaktad 1 berdkningen. max
1

Moment a fel men summan av sannolikheterna 1, moment b max3
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9.1.

Uppdelning i faktorer: n’ +6n> —Tn=n(n’+6n-7)=(n—-n(n+7)
ELLER &#? inverkar inte pa delbarheten.

Av tva pa varandra foljande heltal n —1 och n dr det ena sdkert jamnt,
vilket betyder att detta tal har talet 2 som faktor.

Om det ena av talen n—1 och » ar delbart med tre sa har det talet 3
som faktor.

Om sa inte ar fallet, sé ar talet » +1 med sidkerhet delbart med tre.

liksom ocksa talet (n+1)+6=n+7.

Om det ursprungliga talet dr delbart med talen 2 och 3, 4r det ocksa
delbart med talet 2-3=56.

ELLER:

Uppdelning i faktorer: n’ +6n° —7Tn=n(n>+6n-7)=(n—-Dn(n+7)

Av tva pa varandra foljande heltal » —1 och n dr det ena sdkert jaimnt,
vilket betyder att detta tal har talet 2 som faktor.

Eftersom n=n (mod 3), n+7=n+1 (mod3)och n—-1=n+2
(mod 3),

ar talen n —1,n och n+7 av olika restklass (mod 3). Alltsd &r nadgot
av dessa = 0 (mod 3), dvs. delbart med talet 3.

Eftersom det ursprungliga talet 4r delbart med talen 2 och 3, ér det
ocksd delbart med talet 2-3=6.

ELLER:

Noterats vara jamnt och undersokts 3¢, 3¢ + 1 ja 3g + 2.

ELLER:

Undersokts 6¢, 6g + 1, ....6¢ + 5

Faktorisering och inséttningar med riknare ok.
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9.2. | (Berdknat 2" —G0-2—8 =10)

a) 1

x7—260x—8 _ 420 +4x* 1833 +16x% +32x+4 , (faktorisering av tiljaren 1
x“—4 x+2

racker)
av vilket noterat att inséttning inte leder till formen g. 1
ELLER:
Grundat pa I’Hospitals regel. 3
Svar endast med rdknarens gransviardesunktion. 0
Faktorisering eller motsvarande med réknare ok.

b) | Eftersom x* —4=(x—2)(x+2), s kan det existera ett andligt 1
gransvirde endast om x —2 ocksa &r en faktor i tiljaren, dvs. om talet
2 dr dess nollstélle.
Vi fér villkoret 2" =128 =0, !
vilket ger 2" =27, dvs. n=7. 1
(Grénsvérdet existerar alltsd endast for virdet n=7.)
Provat med numeriska virden 0
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Del B2

10. | Itereringav x =2 +Inxinleds: x,=1, x, =2+Inl=2, 1
a)
x,=2+In2=2,6931..., x, =2+1n2,6931... =2,9907..., 1
x, =3,0955..., x;=3,1299..., x, =3,1410..., x, =3,1445...,
xg =3,1456..., x,=3,1460..., x,, =3,1461...(3.146140339)
%y givet med tillrdckligt ménga decimaler som grund for
avrundningen.
Svaret ar xyq &~ 3,146.
b) | x=2+lhx=0chx=x-2cx=¢"
Iterering:
x, =1 x,=0,3678... x,=01955... x,=0,1645... 1
x,=0,1595... x,=0,1587... x,=0,1586... x,=0,1585..
Xy =Xy =X,y = 0,1585...(0.1585943547)
%o givet med tillrackligt minga decimaler som grund for
avrundningen.
Svaret ar x;q & 0,159. 1
Precisionsfel -1-1
Iterering avbruten, t.ex. vid xg. -1-1
Avrundningen inte utskriven -1
Iterering x, ..., xg saknas. -0
Endast svar. 0
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11.

Bild dar kurvans normal gér genom cirkelns medelpunkt ELLER
I figuren nedan ir cirkelns radie » och tangeringspunkten for kurvan

¥ =~ och cirkeln ar 4 (a,)). Eftersom y'(x) = —x—lz, sd ar

riktningskoefficienten for den till punkten 4 dragna tangenten —a%.

Riktningskoefficienten for den till samma punkt dragna normalen &r
dirmed a’.

Eftersom normalen ockséd gar genom cirkelns medelpunkt K (7,0), sa

kan dess riktningskoefficient ocksa skrivas z%5. Vi far ekvationen

1
a’=4% dvs. a’(a-r)=1 (1).

Vi1 far 4 andra sidan via den réatvinkliga triangeln KBA och genom
Pythagoras sats ekvationen (a—r)” + (%)2 =r* (2).

Vi bildar av ekvationerna
a(a-r)=1

(1) och (2) paret .
(a—r) + (%)2 =7’

Av den dvre ekvationen far vi a —r =L, vilket ger r=a 1.
a a

Genom att substituera bada dessa 1 den nedre ekvationen far vi

1 1 2 1
—+t—= =a’-= > +—, och vidare a* =3, vilket ger a = +\/§ av
a a a a°
vilka endast det positiva virdet duger.

a’ -1_3-1
Vi far slutligen r=a—-L = 0,8773.
g P pE /_ /_ (=

. ~0,88).

Riknarens normalfunktion och andra funktioner kan utnyttjas som en
del av 16sningen. Ekvationssystemet kan 16sas med riknare.
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120N (r =1y ) =(3i =2+ 5k)-((x =i+ (y=2)j + (z =3k ) = 1
a)
3(x-1)-2(y—2)+5(z-3)=3x-3-2y+4+5z-15=0& 1
3x—-2y+5z=14. Konstanterna dr dirmed a =3, b=-2,c=5 och
d=14.
b) | Den erhdllna ekvationen satisfieras av virdena x =1, y=2 och z =3, 2
eftersom 3—-4+15 =14, vilket betyder att punkten ligger i planet.
¢) | Exempelvis satisfierar punkten (7,0,0) ekvationen 2x -5y +7z=14.
Vi kan alltsa vélja a = 7i. D4 &r ;—70 =(x=T)i+yj+zk. 1
(Ocksaé till exempel vektorn g =2k duger.)
Om N =ai+bj+ck,sdir N-(r—r,)=0= a(x—7)+by+cz=0 1
< ax+by+cz="Ta, vilket ir likamed 2x -5y +7z=14, da
a=2,b=-5o0ch ¢c=7,o0ochdair N:2Z—5}+7%.
Om vektorn N 15ses med fel r 0 mIaX
Man kan dven exempelvis forst vilja vektorn N.
Réknarens dotp och andra funktioner kan anvindas som en del av
16sningen.
Enskilt rdknefel -1
13. | Talet x = £ &r en rot till ekvationen x —% =0, dvs. &ven till ekvationen | 1
) | 352 =0. Polynomet ir ddrmed P, (x)=3x—2.
b) | Genom att kvadrera ekvationen x =~/3 , far vi x> =3. Som polynom 1
duger dirmed P,(x)=x"-3.
©) |Omx=2+3 ,sddr x—2= NG) , av vilket vi genom att kvadrera fér
(x—2)’=3< x* —4x+1=0. Som polynom duger dirmed 1
P(x)=x"—4x+1.
d) Omx=ﬁ+ 3,sééirx2=5+2\/g, 1
vilket ger x* —5= 2./6 . Genom att kvadrera pa nytt far vi 1
(x> —5)* =24,
vilket betyder att polynomet dr P,(x)=x*—10x" +1. 1

Det finns flera mojliga 16sningar for varje moment.

Kan 16sas exempelvis genom att anvinda sambandet mellan nollstédllen
och omskrivning i faktorform samt differensen mellan kvadraterna.
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