YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 23.9.2015
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden, sisdltojen ja pisteitysten luonnehdinta ei sido ylioppilastutkin-
tolautakunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kaytettdvistd kriteereistd paddttdd tutkinto-
aineen sensorikunta.

Hyvistd suorituksesta ndkyy, miten vastaukseen on pédéddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut riittdvat perustelut sekd lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetddn huomiota kokonai-
suuteen, ja ratkaisu pyritddn arvioimaan kolmiosaisesti: alku, vélivaiheet ja lopputulos. Lasku-
virheet, jotka eivit olennaisesti muuta tehtdvédn luonnetta, eivét alenna pistemddrdd merkittavésti.
Sen sijaan tehtdvin luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemaédrad
huomattavasti.

Laskin on kokeen apuviline, jonka rooli arvioidaan tehtdvédkohtaisesti. Jos ratkaisussa on kéytetty
symbolista laskinta, sen on kdytdvd ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtdvien ratkai-
semisessa pelkkd laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan laskimesta
saatu tulos yleensd riittdd rutiinitehtidvissd ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa. Téllaisia ovat
esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtdldiden ratkaiseminen sekd funktioiden derivointi ja
integrointi.

Alustava pisteitys

1. | Sjjoitetaan x =2015 yhtdloon ax =2015+ a. Saadaan 1
a) | 2015a=2015+a
_ _ _ 2015 1
< (2015-1)a=2015<=a= 011"
b) | Jos nelién sivu on s, niin lavistdja on sv/2. Ehto: s+/2 = 6, 1
@s:%:%/z,joten piiri 45 =124/2 [=16,9705..] I
¢) | Suurin luvuista saadaan, kun mahdollisimman suuri positiivinen luku 1
jaetaan mahdollisimman pienelld positiivisella luvulla, eli % =1.
Pienin luku saadaan, kun ainut negatiivinen luku jaetaan
mahdollisimman pienelld positiivisella luvulla, eli _71 = —%. 1
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2. | Suoran kulmakerroin k=2=9=4 , 1
2) 30 3
joten sen yhtdlo on y = x tai 4x—-3y=0. 1
b) | Ympyrén siade r = p1steen (3,4) etdisyys origosta, eli 1
r=3%+4> =5,
Yhtils on x? +y2 =72 eli x? +y2 =25. 1
¢) | Origohuippuisen, ylospdin aukeavan paraabelin yhtdlo on muotoa
y= ax” . Koska piste (3,4) on kéyrilld, niin on voimassa: 4=a- 32 1
Sa= g , joten paraabelin yhtilo on y = 4 X2, 1
3.a) : g . :
Jos polun pituus luonnossa on x, niin yhdenmuotoisuuden nojalla
17,5 1 . 3
saadaan verranto = , josta
X 20000
x=20000-17,5=350000 (cm). Vastaus: 3 500 m.
b) | Jos kuution sirmé on s, niin tilavuus on s3 =7dm’. 1
Tillsin s =37 dm, l
2 1
josta sivutahkon ala s? = (%/7) [: 3 49} =3,6593... 3,66 (dm?).
Vastaus: noin 366 cm’.
4. | Vektoria 3i + 4} vastaan kohtisuoria vektoreita ovat esimerkiksi
_ - 1
vektorit n==+(4i —3), joiden pituus =/ 42 4 (—3)2 =5.
Néiden suuntaiset vektorit, joiden pituus on 3, ovat %Z 1
Taten @:i(%;—%}). Vektori OB =0A+ AB. 1
Saadaan 0—B:2+2}+QZ ]—17_ ;tal
- R 1+1
OB—Z+2] l+5]——Zl+l9]
1

Pisteen B koordinaatit ovat siten (1?7,%) tai (—%,%)
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> Janteen keskipisteen etdisyys origosta on a =V 22 412 =45. 1
Janteen padtepisteen etdisyys origosta on = ympyran sidde r =4 . 1
Pythagoraan lauseen mukaan jénteen pituuden puolikas b = 2 —a? 2
=J16-5=4/11. 1
Koko janteen pituus on siten 2H = 2411, 1
TAI:

Olkoon P =(2,1). Janan OP tulee olla kohtisuorassa jannettd vastaan.
Koska janan OP kulmakerroin on L niin jénteen kulmakertoimen I
tulee olla 2.
Janne on siten osa suoraa y—1=-2(x—-2) eli y=-2x+35. 1
y=-2x+5
Leikkauspisteet saadaan yhtiloparista s o , 1
x“+y =16
— 11 —7_ 11
. x=2+ s x=2 \/Z )
josta \Y .
y=1- 2@ y=1+ 2\/%
Janteen pituus on
2 2 1
(2—\/1;1—2—\/%) +(1+2\/%—1+2\/1;1) =411 =2411.

6. | Onnistumisen todennédkoisyys p, =0,9, jolloin epdonnistumiselle

a) Pe =1-0,9=0,1. Pelien lukumééra on n. Kyseessd on 1
binomitodennikoisyys.

4 1
P(neljasta yksi epdonnistuu) = (lj : O,l1 : 0,93 =0,2916~29 %

b) | Binomijakauman odotusarvo EX =np, =4-0,9=3,6. 2

©) | Ehto: n-0,9>10 = n>J0=111111..... 1
Pelid taytyy siis pelata vihintdin 12 kertaa. 1

Matematiikan koe, pitkd oppiméérd 23.9.2015 Hyvién vastauksen piirteitd




Koska kolmion kylki on a, niin kolmion korkeus / = <

NG

(Kuvio 7 lopussa)

Jos huippukolmion korkeus on x, niin sisille asetetun kolmion

korkeus on /& —x ja sen pinta-ala A(x)= % 2x(h—x)= %x —x? ,

jossa 0<x <-4 |
! V2

Koska funktion A(x) kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, on sen

huippukohta x nollakohtien 0 ja & keskiarvo, joten x = —%—.
pp J NG J 2
Tama arvo antaa suurimman pinta-alan A( “ ) =142
242) 8
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Jos louhintatahti on a tonnia/vuosi, niin kivihiilivarat ovat vuoden
2015 alussa kaikkiaan 50a tonnia.

Jos méaria liséttaisiin, niin vuoden 2015 +¢ loppuun mennessa

louhitut méérét olisivat yhteensd a +1,025a + 1,0252 a+..+1, 02514
tonnia.

L a(1-1,025") _a(L025' -1
1-1,025 0,025

Ehto

1,025 —1=1,25<1,025" =2,25.

Ottamalla puolittain logaritmit: ¢#1g1,025=1g2,25 ,
. 1g2,25

=32,8410...
1g1,025

jolloin 2015+1¢ =2047,8410....
Vastaus: Kivihiilivarat loppuisivat vuoden 2048 aikana.

Pois leikattava osa koostuu suorasta ympyralieridstd ja kahdesta
identtisestd pallosegmentistd. Omenan sdde R =35 ja lierion sdde
r=1. (Kuvio 9 lopussa)

Puolet lierion korkeudesta on x, jolle suorakulmaisesta kolmiosta
saadaan yhtilo 2 +x? =R? ,josta x=+/25-1= 26 .

Lierion tilavuus V] = 712 - 2x = 476 =30,7811....

Pallosegmentin korkeus h=5—-x=5- 26

Pallosegmenttien yhteistilavuus
Ve =27h*(R-14)= 2;;(5-2%)2(5—%(5—2%)) =0,3184....

Koko pois leikatun osan tilavuus on
Vi+V,=30,7811...40,3184...=31,0996... .

31,0996

Vertailu antaa tilavuuden havikiksi i = =0,0593...25,9 %.
772'-
3
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10. | Koska pituuksien jono on geometrinen, niin jonossa b =ga ja

a) 2
c= q2a . Pythagoraan mukaan a?+b?=c? sa’+ (qra)2 = (qza) :
Jakamalla puolittain luvulla a’ saadaan yhtilo q4 — q2 —1=0, josta

+

q2 = # Etumerkki — ei kelpaa.
Néin ollen suhdeluku g ==, / ! +2\/§ , jossa vain etumerkki + kelpaa.
Vastaus: g = 1+2\/§ .

b) | Aritmeettisen jonon differenssi =d . Télloin jonoon b—d, b, b+d .
Pythagoraan lause antaa (b —d )2 +b% = (b+d )2
& b*—4bd=0<b=0vb=4d.
Jono on titen 3d, 4d, 5d , jolloin suhde a:b:c=3:4:5.

11. | Numeroiden summan 45+ 4n tulee olla jaollinen luvulla 3. Koska

a) | summan ensimméiinen termi jo on jaollinen kolmella, tulee toisenkin
olla.
Koska kuitenkaan tekija 4 ei ole jaollinen kolmella, niin tekijan »
tulee olla. Siten n=0,3,6 ta1 9.

b) | Luku on jaollinen luvulla 6 vain, jos se on jaollinen seka luvulla 2 etté
luvulla 3.
Niin ollen numeron 7 tulee kuulua seké joukkoon {0,2,4,6,8} etta
{0,3,6,9} . Molempiin kuuluvat vain numerot 0 ja 6.

¢) | Numeroiden summan 45 +4n tulee olla jaollinen luvulla 9.
Kohdan a tapaan paitelldin, ettd n =0 tai 9.

12. | Koska x—1 ja x+3 ovat polynomin tekijoitd, myos

(x —1)(x +3) = x% + 2x—3 on tekiji.

Saadaan P(x)= 2%° +5x% —4x-3= (ex + a’)(x2 +2x-3).

Tastd on auki kertomalla ja kertoimia vertaamalla pdateltdvissa, ettd
c=2jad=1.

Kolmas tekijad on siten 2x+1 ja kolmas nollakohta —%.

Yhtdlon P(x) =0 kaikki juuret ovat ndin ollen -3, —% jal.
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13)’ Esimerkkijono a, =(-1)" eli jono —1,1,-1,1,—1,..., 1
a
Jono on rajoitettu, silld kaikilla n =1,2,3,... pitee ‘an‘ =1. Jono ei 1
suppene.
b) | Esimerkkijono a, =-n elijono (-1,-2,-3,...), 1
Jono on viheneva, silld kaikilla n=1,2,3,... pétee
a,.1—a, =—(n+1)—(-n)=-1<0. Se e1 ole myodskain rajoitettu, 1
silli lim g, =—o.
n—>»00
¢) | Ehto toteutuu esim., kun p =2, silla
o0 k k
i) [xdx= lim [xdy = lim /-x""= lim (1-1)=1, joten 1
1 k—00 k—w1 k—0
integraali suppenee.
i1) j Vx2dx= lim jx ldx = 1im /ln‘x‘ = lim Ink =00, joten
1 k—00 k—o01 k—>00 1
integraali hajaantuu.
*14. | Suoran suuntavektori on s =2i + 3 + 7k, jonka pituus on 1
D | J419+49 =62
Suuntakosinit ovat cosa = $L =2 , cos 3= —3_jacosy=—L.
R AN R AN R P!
b) | Nelisiden summa on cos” & + cos? £+ cos’ y = % =1. 2
©) | cosa=-2=0,2540..= a = 75,2856..° = 75,3°
J62
cos,B—T—O 3810...= =67,6043..° ~ 67,6° 2
cosy = T—O 8890...= y =27,2520...° ~ 27,3°
Yksi kulma vadrin -1
Kaksi tai kolme kulmaa viirin -2
d) | Suoran suuntavektori on s = ai +b j + ck . Sen pituuden nelid on
) 1
‘s‘ —a®+b? +c2,
2 2,2
joten cos® & +cos? B + cos> 7/—— b H _ a+b’e? =1 |
S S

Suuntakosinien nelididen summa on siten kaikille origon kautta
kulkeville suorille vakio 1.
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*185.

Jos a = b, niin kolmio on tasakylkinen ja talléin my0s x =y .

a)
P 2_ 2 2 _
ythagoraan mukaan £“ =a” —x" =aa — xx.
Kun téssa toinen a korvataan b:113 ja toinen x korvataan y:114, niin
saadaan k% = ab— Xy , josta viite seuraa.
b) | Olkoon kulman puolikas ¢ . Kosini- ja kulmanpuolittajalauseista

P =a®+k? —2akcos@

saadaan ehdot < y2 =b% +k% - 2bkcos g .

X a

y b

Ratkaistaan kahdesta ensimmadisestd yhtdlostd 2k cos¢ ja merkitdan
a? +k> - x? _b2 + k2 —y2

tulokset samoiksi: 2kcosg = ;
a

Kerrotaan puolittain a:lla: %(b2 +k% - y2) —a?+ k2 - X2,

Korvataan % N ja kerrotaan puolittain y:114:
y

xb? + xk? —xy2 = ya2 + yk2 —yxz. Ratkaistaan k°:
P2 - ya2 —yx2 + yzx — xb?
X—y '

abx—xzy—aby+xy2
X—y '

Sijoitetaan ya = bx : i =

Ryhmitelldén:
B abx—aby—x2y+xy2 _ab(x—y)—xy(x—y)

A=Y X=Y
josta viite seuraa. Ratkaisu edellyttia, ettd x — y # 0, mutta ehto on
voimassa, koska oletettiin, ettd a # b, jolloin myds x# y.

k2

=ab—-xy,

>
N\
T
2
e
e A
s
i

Kuvio 7 Kuvio 9
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