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MATEMATIKPROV, LANG LAROKURS 19.3.2014
BESKRIVNING AV GODA SVAR

De beskrivningar av svarens innehall och poangséttningar som ges har ar inte bindande for
studentexamensnamndens bedémning. Censorerna beslutar om de kriterier som anvands i den
slutgiltiga bedémningen.

Av en god prestation framgar det hur examinanden har kommit fram till svaret. | l1sningen
maste det finnas nédvéndiga utrdkningar eller andra tillrackliga motiveringar och ett slut-
resultat. 1 bedémningen féasts uppmarksamhet vid helheten och vid de tre stegen start, mellansteg
och slutresultat. Raknefel som inte vasentligt dndrar uppgiftens natur ger ingen betydande
sénkning av antalet podng. Raknefel och fel i den matematiska modellen som andrar uppgiftens
natur kan daremot séanka antalet poang avsevart.

| provet &r rdknaren ett hjalpmedel, och dess roll beddms separat for varje uppgift. Om
symbolraknare anvants i en uppgift ska det framga av prestationen. | I6sningar av uppgifter som
kraver analys racker det inte enbart med ett svar som erhallits med hjélp av raknaren utan 6vriga
motiveringar. Daremot racker ett svar som examinanden fatt med raknaren i allméanhet i
rutinberakningar. Detsamma galler rutinméssiga delar av mera omfattande uppgifter. Exempel pa
sadana ar omskrivning av uttryck, ekvationsldsning och derivering och integrering av funktioner.

l.a) 7(x-3)+1=x"-1-(x*-) < 7x-21+1=0c 7x=20=x=2.

b) Positivitetskravet ar x(5—8x) > 0. Nollstéllena for uttrycket i vanstra ledet
ar x=0v x=2. Enligt ett teckenschema uppfylls villkoret d& 0<x <.

2 .2 .2 2
o 2 —b° . a —b::wfbxa+m+fa‘bxa+m:4a+m+(a—M=2a
a-b  a+b a-b a+b

2. Tabellen ar

F(x) | 9(x) | h(x)
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.a) Vi far arean genom att integrera differensen 6x° +3x* + 1 3x* =6x% + l,

X X
varvid den efterfragade arean &r
2 2
Kax ¥ X)dx [(2® +In|x|) =14+ In2~14,69.
1
1

b) g'(x)=1'(2x)-2= f'(2x). Eftersom f'(x)=3x*-3 ar
g9'(x) = 3(2x)2 ~3=12x%-3. Alltsd &r g'()) =12-3=9.

. Om a =0 har ekvationen formen —5x+ 2 =0, som har exakt en I6sning.
Om a =0, ar ekvationen en andragradsekvation, och den har exakt en I6sning

nar diskriminanten D =25-8a=0,dvs. dd a = %.

. Ekvationen for normalen tiII linjen 3x—4y =0 som gar genom punkten (8,6) ar
y—6= ——(x 8) <= x= —2 y+ 25 Cirkelns medelpunkt ligger pa normalen. Om

cirkelns radie ar r, s& méste medelpunkten ( zr + 225, ) ha avstandet r till den

ursprungliga linjen. Vi far da villkoret

r+——4r
‘_r <:>‘ 25r+75‘ 5r < —25r +150 = +20r <r =10y r =30,

J9+16 3

I fallet r =30 tangerar cirkeln den negativa x-axeln. Den efterfragade radien ar
alltsd 19 och medelpunkten (10,%).

.

3

n n n
CAntaatt f(x)=> (x—a,)% varvid f'(x)=2> (x—a,) :2£nx—2akj. Deri-
k=1 k=1 k=1

n
vatans nollstélle &r x = 1 > a,. Det &r frigan om ett minimistalle, eftersom gra-
Nk=
fen av funktionen f ar en uppatvand parabel.
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7. Vi gor en tabell 6ver alla m6jliga summor av 6gontal:

=
o

RINWk~OIO

R INW A~
NW ko100
WO |00|©O
OO |N|00|©

Det totala antalet utfall ar 6-4=24.

a) Med stod av tabellen far vi sannolikheterna:

n 2 3 4 S 6 7 8 9 10
P(X =n) | 1/24 | 2/24 | 3124 | 4/24 | 4/24 | 4124 | 3/24 | 2/24 | 1/24

b) Summans vantevarde ar
2—14(1-2+2-3+3-4+4-5+4-6+4-7+3-8+2-9+1-1O) =6.
Viéntevardet kan ocksa beraknas pa foljande satt: vantevardet for 6gontalet for en

vanlig tarning ar 3,5 och véntevardet for dgontalet for en tetraedertarning ar 2,5.
Det efterfragade vantevardet & summan av dessa vantevarden.

8. Stralarna skar varandra om ekvationen OA+ st =OB +tV uppfylls for ndgot par
s>0, t>0. Da ar
(L+28)T +(-2—5)] +(3=3)k =(9—t)i +(-1—2t)] + (=12 +3t)k.
Genom att jamfora komponenterna far vi ekvationssystemet

1+25=9-t
—2-s=-1-2t
3-3s=-12+3t.

Ur de tva forsta ekvationerna loser vi ut t =2 och s =23. Vi marker att ocksa den
tredje ekvationen uppfylls for dessa varden. Da skér stralarna varandra och skar-
ningspunkten &r (7,-5,-6).
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9.a)

b)

Vi far som skarningspunkter A=(6,0,0), B=(0,3,0) och C =(0,0,2). Da ar
triangeln OAB tetraederns basyta, och strdckan OC tetraederns hojd . Kanter-
nas langder & OA=6, OB =3 och OC =2. Tetraederns volym ar

1 OA-OB
3 2
Vektorerna 0 = AB = —61 +3] och v = AC =—6i +2k ar tvé sidor i
triangeln. For vinkeln ¢ mellan dessa sidor galler
u-v 36 6
[ul-[v] V4540 B0

Anta att h &r den av triangelns hojder som utgar fran hérnpunkten C.

.0oc=1.63.0_
OC—3 5> -2=6.

Eftersom sing = L 3

h\/_smgo\/_\/:(

Arean av triangeln ABC é&r E|LT|h =3./14.

10. Ostbitens tvéarsnitt vid den lodrata linjen x =t &r en rektangel vars bas ar

2a =24 r2_t2, Rektangelns hojd H far vi med likformighet: %: —

h
.

S H= ht Tvarsnittets area ar

Alt)=2a-H = %t\/ r2 _t? , 0<t<r. Ostbitens volym &r

. . ) r(rz_tz)z
jA(t)dt:-hj(—zt)(rZ—tZ)Zdt:_n/_:zrzh_
r ro 3 3
0 0 2
X, 0<x<1
11.a) f'(x) =11 1<x<2
—-X+3,2<x<4,
%x2+C1, 0<x<1
b) Genom integrering far vi f(x)=4x+C,, 1<x<2
~1x%+3x+Cg,2<x<4.
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Eftersom f (0) =0 och integralfunktionen ar kontinuerlig &r

C,=0
C1+3=Cp+1
Cr+2=C3+4.
Vi far som losning C; =0, Cp =—3 och C3=—3. D& &r
%xz, 0<x<1
f(x)= x—%, 1<x<2
—%x2+3x—%, 2<x<4,

c) Funktionen f &r deriverbar i intervallet 0 <X <4 och f'(x) =0 endast néar
x =3. Mojliga extremstallen i intervallet 0< x <4 &r alltsa 0, 3 och 4. Ef-

tersom f(0)=0, f(3)=2 och f(4) :% ar funktionens storsta varde 2 och
minsta varde 0.

12. Narmevarden for derivatan med raknaren T1-86:

p narmevarde | absoluta felet
3 0,87734270288 24.107%
4 0,8775585892 24.1075
5 0,877580165 24.10°8
6 0,87758232 24.10~7
7 0,8775826 38.10°8
8 0,877583 4.4.1077
9 0,87759 7.4.10°°
10 0,8776 17. 107
cos(0,5) | 0,87758256189

Vardet p =7 ger det basta narmevérdet. Det ratta svaret kan vara beroende av

den rédknare som anvands.

Matematikprov, lang larokurs 19.3.2014  Beskrivning av goda svar




13. a)

b)
c)

14. a)

b)
c)

d)

Det ar fragan om en aritmetisk summa vars varde &r
(k+1)" (0 +K) =1(k+D@n+k).

Vi far alltsa ekvationen %(k +1)(2n+k) =1007 < (k +1)(2n+ k) = 2014.

2014=2-1007=2-19-53.

Med stod av de foregaende deluppgifterna kan uttrycket k +1 anta vérdena
1,2,19,53, 2-19, 2-53, 19-53 och 2-19-53.

Genom att undersoka alla alternativ marker vi att endast féljande
uppdelningar i faktorer ger positiva heltalslésningar.

o k+1=2 k=1
2014 =2-1007, nér =
2n+k =1007 n =503

~ [k+1=38 k =37

2014 =38-53, nar =
2n+k =53 n=8
k+1=19 {k:18

2014 =19-106, nar <
{2n+k:106 n=44.

Kurvan som ritas utgors av tva cirkelbagar. Cirkelns radie ar langden av
triangelns sida g och storleken av den medelpunktsvinkel som svarar mot

2r
3

Ritade figurer.
Den efterfragade kurvan utgors av tre cirkelbagar av vilka den forsta och
den tredje ar lika langa. Den forsta cirkelbagens radie har samma langd som

bagen ar <Z. Den efterfragade langden ar 2-%7[.2 — %ﬂ p.

3

kvadratens sida E och den andra cirkelbagens radie har samma langd som

kvadratens dlagonal 2. Medelpunktsvinkeln som svarar mot varje bage

ar % Den efterfragade langden &r 2- 7r |O+7; p 2 = (ZJF\/‘”Z

Den efterfragade kurvan utgors av fem cwkelbagar av vilka den forsta och
den femte respektive den andra och den fjarde ar lika Iénga Den forsta cir-

kelbagens radie har samma langd som sexhdrningens S|da , den andra cir-
kelbagen har en radie som har samma langd som sexhornmgens kortare dia-

gonal p\/_ och den tredje har en radie som har samma langd som sexhor-
ningens langre diagonal £ 3 Medelpunktsvinkeln som svarar mot varje bage

ar % Den efterfragade langden &r

x. P oz Bz P_ (1+\/§+1)7Z _(2+\/§)”
2:3gt2 3 g Pty 3= =9

P.
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1 1
15.a) Eftersom gy(x)=1, go* f;= [1-xdx=0 och gy*g, = [1-1dx=2, &r
-1 -1
0 1
gl(x):x—a-lzx. Eftersom go* f, = [1-x*dx=2

3!
-1

1 1
g * f,= [ x-x*dx=0 och g, *g; = [ x-xdx=2, &r
-1 -1

1
b) Eftersom go*g; = [ xdx=0, gp*g, = [ (x*~3)dx=2-2=0 och

-1 1
1 1 1
0,0, = [ X( - )dx =] (x* - )dx—_/l(zx“—%xz):ﬁ—%:o,
-1 1

géller ortogonalitet.

¢) Vi berdknar de skaldra produkterna:

1 1
h*gozI(x3+ax2+bx+c)dx:/(%x4+%x3+%x +cx) 2a+2c,
-1

21

1 1
hxg, = j(x3+ax2+bx+c)xdx: j(x4+ax3+bx2+cx)dx
4

-1
1
1y5 b y3 2.2
/1(5x+ x*+ 2 3 X +3 x) 5+3b,

X2—

I
—

h*g,

Il
—r

1
_ 16 ,ay5, 3b-1 3c-a by2 ¢
—_/1 6X +5X+12X+ X 6X 3X)
_2a,6c-2a_2c _ 8
=5t 9 3752

8 a=0, ur vilket

Funktionerna &r ortogonala nar 2a+2c=£+4b=2

3

a=c=0 och bz—%.
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Prelimindr podngbedémning

15 7(x=3)+1=x*-1-(x*-1) < 7x—21+1=0 1
a
S Tx=20cx=2 1
b) | Villkor: x(5—8x)>0. Nollstéllena for uttrycket i vanstra ledet:
x:0v5—8x:0<:>x=0vx=g. 1
Eftersom grafen for uttrycket ar en nedatvand parabel uppfylls vill- | 1
koret d& O<x<%.
C) 2 hW2 a2 RK2 _ _
Faktorisering: a”-b .2 b = (a—b)(@+b) - (a=b)(a+b) : 1
a—b a+b a—b a+b
genom forkortning: (a+b)+(a—b)=2a 1
2. Funktion f(x) g(x) h(x) a 2
Derivata 4 1 3
3. . > 1 1
) Differensen mellan kurvornas uttryck: y; —yo =6X +;,
2 2
varvid den efterfragade arean ar A= J'(ze + %jdx = /(Zx3 + In\x\) 1
1
1
=16+In2-2-In1=14+1In2=14,6931...~14,69. 1
b) 1 gx)=1f(2x) =%((2x)3—3(2x)) —4x3_3x, 1
fran vilket foljer att g'(x) =12x% -3, 1
vilket ger g’'(1) =12-3=9. 1
ELLER:
g'(x) =1 '(2x)-2=f'(2x) 1
Eftersom f’(x):3x2 -3, 1
ar g'@=1'(2)=12-3=09. 1
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Om a=0 far ekvationen formen —5x +2 =0, som bara har en l6s-
hing [x - %J .

Om a =0, ar ekvationen av 2:a graden och den har exakt en 16sning
da diskriminanten D=25-8a=0,

dvs. dd a:%. [dd &r x:%]

Ekvationen for den normal till linjen s: 3x-4y=0<y= x som

gar genom punkten (8,6) ar y—6———(x 8)<:>x——zy+7.

Den efterfrégade cirkelns radie =r . Da maste dess medelpunkt
( 342 r) vara pa avstandet r fran linjen s.

9
. 4r‘
Vi far villkoret: ‘ 4 2 =1 o |-+ B =5
J9+16 ‘ 47 2 ‘
<> —25r +150 =+20r
o r=1yr=30, av vilka det senare vardet inte duger (cirkeln tan-

3
gerar da den negativa x-axeln).

Den efterfragade radien ar alltsa 12 och medelpunkten (10,%).

3

n
Uttrycket f(x)=> (x—ay)?,
k=1

vilket ger f'(x) = ZZ(X a,) = Z(nx Zakj

k=1

n
Nollstélle: f'(x)=0< x= % > a, [= medelvérdet av konstanterna
k=1

ay .

Det ar fraga om ett minimistélle eftersom grafen av funktionen
f (x) &r en uppatvand parabel.
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7. | Podngsumman X far vardena 2,3,4,...,10. De gynnsamma utfallen
a) | for dessa varden ar 1,2,3,4,4.4,3,2,1 till antalet. Det totala antalet ut-
falletar 6-4=24 st.
Resultat = x;, sannolikhet = p;. Resultaten i tabellen nedan:
6 7 8 9 10
5 6 7 8 9
4 5 6 7 8
3 4 5 6 7
2 3 4 5 6
1 2 3 4 5
1 2 3 4
Utgaende fran tabellen far vi sannolikheterna
X; 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pi | 1/24 | 2/24 | 3/24 | 4/24 | 4/24 | 4/24 | 3/24 | 2/24 | 1/24
b) | Véntevardet for summan &r
2—14(1-2+2-3+3-4+4-5+4-6+4-7+3-8+2-9+1-1O)
=6
ELLER:
Vantevardet kan berdknas direkt: 2,5+3,5=6,0
8. | Stralarna skar varandra, om 3s,te R: OA+su=0B +tv

& (1+28)i+(=2-5)j+(3=3s)k =(9—t)i + (-1—2t) j + (<12 + 3t)k

1+2s=9-t
Detta uppfyllsda <-2-s=-1-2t .
3-3s=-12+3t

t=2

De tva forsta ekvationerna ger { 3
S =

och dessa varden uppfyller ocksa den sista ekvationen, vilket betyder
att stralarna skar varandra.

Genom att satta in vardena for s och t far vi skarningspunkten
(7,-5,-6).
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9. | Genom att nollstalla tva variabler i taget far vi tetraederns horn-

a) |punkter O, A=(6,0,0), B=(0,3,0) och C=(0,0,2).
Anta att OAB ar tetraederns bas och OC dess h6jd. Kanternas lang-
der ar OA=6,0B =3 och OC =2.
D& ar tetraederns volym % OA-OB ¢ % : % .2=6.

b) |Vianvander A ABC som tetraederns basyta. Eftersom tetraederns

volymérV = % Ah, ar basytans area A= %

Vi har berdknat V = 6. Hojden h &r densamma som avstandet fran

\0 0-0- 6\
origo till basytan, dvs. h= :
J1+4+9 \/1_4
Den efterfragade arean dr darmed A= BT =314.
Ji4

ELLER med kryssprodukt:

AB=-6i+3j=u och AC =-6i+2k =V

i ] ok
uxv=l-6 3 0/=6i+12j+18k
6 0 2
UXV|  641+4+9
AABC—‘ 5 ‘ 5 =314

ELLER med skalar produkt

u-v=36, [u=+36+9=3/5

Vektornv :s vektorprojektion pé vektorn u v, =

c<I
ci<l
|

=By=ty=-2j+12j

Den hojdvektor som ar vinkelrdt mot basen ar da

h=v-v, ==8i-12j+2k, ur vilket ‘ﬁ‘:l\/36+144+100 =2./70.

M a2

Darmed ar Axgc 55
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10.

Vi skar ostbiten med ett plan som &r parallellt med basytans diameter

pa avstandet x fran basytans diameter (0<x<r).

Tvarsnittets ar en rektangel, vars bas = 2a, dar a=+ r’—x° .

Vi far rektangelns hojd H med ekvationen H = h <H :gx :
X r

Tvarsnittets area: A(x)=2a-H =20 xy r?—x%,0<x<r.

r r 1
Osthitens volym &r darmed [ A(x)dx = —H(—Zx)(r2 - x2)2 dx
0 0
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11. | Eftersom den brutna linjens forsta del &r en del av linjen y =X, den
a) | andra delen en del av linjen y =1 och den tredje en del av linjen
y=—X+3,
X, 0<x<1
ar derivatafunktionen f'(x) =11, 1<x<2
—X+3,2<x<4
b) %X2+C1, 0<x<1
Genom integrering far vi: f(x) =< x+C,, 1<x<2
~1x%+3x+C5,2<x<4
o - . . . . ° Cl + l = C2 +1
Da integralfunktionen ar kontinuerlig maste 2 :
Cr+2=C3+4
Vi betecknar C;=C.Daar C,=C —% och C3=C —%.
Begynnelsevillkoret f(0)=0 ger: C;=0,Cy = —% och C3 = —%.
%xz, 0<x<1
Darmed ar f (x) = x—%, 1<x<2.
1,2 5
—5 X +3x—§, 2<X<4
c) | Funktionenf &r deriverbar i intervallet 0 < x <4 och f’(x)=0 endast

I punkten x=3.

Extremvardeskandidaterna ar ddrmed: f(0)=0, f(3)=2 och
f(4)= 3 av vilka det storsta virdet ar 2 och det minsta vardet &r 0.
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12. | Vi beréknar derivatans ndrmevarde med grafrdknaren TI1-86:
p uttryck Felets absol-
utbelopp
3 0,87734270288 24.107%
4 0,8775585892 24.107°
5 0,877580165 24.10°5
6 0,87758232 24.10~7
7 0,8775826 38.10°8
8 0,877583 4.4.1077
9 0,87759 74.10°8
10 0,8776 17.10°°
cos(0,5) | 0,87758256189
Vérdet p =7 ger det basta ndrmevardet.
Det rétta svaret kan bero pa den anvanda raknaren
13. | Det &r fraga om en aritmetisk summa > a,,, ddr & =n, a, =n+k och
a) |termerna ar k +1 till antalet. Med summaformeln far vi
Spuq = (k + 7)1 (N1+K) =L (k+D(2n+k)
Eftersom %(k +1)(2n+k) =1007,, &r (k +2)(2n + k) = 2014 v.s.b.
b) | 2014=2-1007
=2-19-53
c) | Utgdende fran foregaende deluppgifter kan k +1 fa vardena 1, 2, 19,

53, 2-19, 2-53,19-53 och 2-19-53.

Genom att understka alla alternativ observerar vi att endast foljande
faktoruppdelningar ger positiva heltalslosningar:

2014=2.1007 da LK T1=2 L JK=L
on+k=1007 = |n=503

2014-38.53 da (KL= k=3
2n+k =53 n=8

2014-19.106 gz (<179 k=18
on+k=106 ~ |n=44
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*;)4 Triangelns sida=s.Dad ar 3s=p<>s= %.
Kurvan utgdrs av tva identiska cirkelbagar med radien s, och for vilka
medelpunktsvinkeln =120° = 2?”
1
snod =2.22. P _4x 1
Kurvans langd =2 3 3= 9 P
b) | Ritade kurvor 1+1
c) | Kurvan utgors av tre cirkelbagar, av vilka den forsta och den tredje ar
lika langa. Den forsta cirkelbagens radie = kvadratens sida % och den 1
andras radie = kvadratens diagonal pT\/E. De medelpunktsvinklar som
svarar mot bagarna ar vardera %
snad =2.72.P 1.0 P 5 _(2H2)z 1
Kurvans langd =2 > a4ty 2r 4 J2 = g P
d) | Kurvan utgors av fem cirkelbagar av vilka den forsta och den femte 1
respektive den andra och den fjarde ar lika langa.
Den forsta cirkelbagens radie = sexhdrningens sida = % den andra
bagens radie = sexhorningens kortare diagonal = pTJé och den tredje 1
bagens radie = sexhdrningens langre diagonal g Medelpunktsvin-
keln som svarar mot vardera bagen = %
snad =2.2.P 0. n By x Pz By 7
Kurvans langd =2 3 6+2 36 P33 9P+ p+9p
1

@Bz (2+3)7
="9 P=7
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*15 1 1
a) | Eftersom go(x)=1, go* f,= [ xdx=0 och gy*go = [1dx=2
1 1
) 0
ar g;(x)=x—-—=-1=x.
1 1
Eftersom go * f, = [ x*dx=2, g;* f, = [ xx*dx=0 och
=] |
to2
91"‘91:,[X dX:%’
1
2 5.0 2
ar g,(x) =X —% 1-5x=X 3.
3
b) ; p 2 1 2 2
Eftersom gy *g; = [ xdx=0, gy *g, = [ (x*-1)dx=2-2=0
-1 -1
1 1
och gl*gzzjx(xz—%)dx:j(x -4 )dx
71 |
—/(l x* %xz):%—%:o,gallerortogonalitet.
c)

Vi beréknar de skaldra produkterna

1 1
h*go=_jl(x3+ax2+bx+c)dx:_/l( x*+2x +bx2+cx) 2a+2c,

1
h*g, = j(x3+ax2+bx+c)xdx: j(x4+ax3+bx2+cx)d
|
1

2,2
5+3b,

(3 =)

:J'(x5+ax4+(b 1+ (- 2)x? ——x——)dx
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Funktionerna r ortogonala da 2 a+2c—% %b:%azo,
vilket ger a=c =0 och b=—§.
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