YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIKPROV, LANG LAROKURS 24.9.2014
BESKRIVNING AV GODA SVAR

De beskrivningar av svarens innehall och poangsattningar som ges har ar inte bindande for
studentexamensnamndens beddmning. Censorerna beslutar om de kriterier som anvands i den
slutgiltiga bedémningen.

Av en god prestation framgar det hur examinanden har kommit fram till svaret. | 16sningen maste
det finnas nodvéndiga utrakningar eller andra tillrdckliga motiveringar och ett slutresultat. 1
beddmningen fasts uppmérksamhet vid helheten och vid de tre stegen start, mellansteg och
slutresultat. Raknefel som inte vasentligt andrar uppgiftens natur ger ingen betydande sénkning av
antalet poang. Raknefel och fel i den matematiska modellen som &ndrar uppgiftens natur kan
daremot sdnka antalet poang avsevart.

| provet ar raknaren ett hjalpmedel, och dess roll bedéms separat for varje uppgift. Om
symbolraknare anvants i en uppgift ska det framga av prestationen. | l6sningar av uppgifter som
kraver analys racker det inte enbart med ett svar som erhallits med hjélp av raknaren utan 6vriga
motiveringar. Daremot racker ett svar som examinanden fatt med raknaren i allméanhet i
rutinberakningar. Detsamma galler rutinmassiga delar av mera omfattande uppgifter. Exempel pa
sadana ar omskrivning av uttryck, ekvationslésning och derivering och integrering av funktioner.
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Prelimindr podngbedémning

1. | (Xx=2)(x=3)=6 < x(x—5)=0
a)
& X=0vx=5
ELLER med rotformeln:
x? —5x=0,
+ + 0
vilket ger x= 525 _9E5_
2 2 5
b) Cfo i s i y:x2+x+1
Vi far skarningspunkterna med ekvationsparet
y=X"+2X+3
Ledvis subtraktion av ekvationerna ger —x—2=0, vilket ger x=-2.
Da vi satter in detta varde i endera ekvationen far vi
y =3 och skarningspunkten &r darmed (-2,3).
C) X+ 1
Det efterfragade talet = x. Villkoret &r 5 X=4,
Vi far ekvationen x* —8x+1=0, av vilket vi med rotformeln far
I6sningen X :41\/1_5.
2. | [2x+3y=7|2  [4x+6y=14
a) &
3x—2y=4|3 9x -6y =12
Med ledvis addition far vi 13x =26 < x = 2.
Genom att sétta in vardet i den 6vre ekvationen far vi
4+ 3y =7< y=1. SKarningspunkten &r darmed (2,1).
b) | Det efterfragade talet ar x. Villkoret ar x = %\/; o x =2x.
Genom ledvis kvadrering far vi x = 4x% & X(4x-1)=0
& x=0v4x-1=0<x=0v x:%.
c) | Logaritmregler ger

In(sizj+ln3+2mx:In1—(|n3+2|nx)+|n3+2|nx,
X

av vilket man genom hyfsning far svaret 0.
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35 Villkoret ar f (t) =38—2¢ %6t >37,9 1
a
20790 <0100 > 20, 1
Genom att ledvis logaritmera far vi
0,6t>1n20 <> 1120~ 4,0928... ~ 5 minuter. 1
b) Forandringshastigheten f'(t) =—2e 0%t (-0,6) =1,2¢ 06t 2
vilket ger f'(3) =1, 2e718 = 0,1983...~ 0,2 grader per minut. 1
4. | Korrekt idé. 1
a)
Ekvationen ar y = X2 +2. 1
b) | Korrekt ide. 1
Ekvationen ar y:(x—3)2 = x% —6x+9. 1
¢) | Vi kombinerar uppslagen i a- och b-fallen 1
Ekvationen ar y:(x—3)2+2 <:>y=x2—6x+11. 1
5. | Med stdd av symmetri och formeln for volymen av en rotationskropp ar
volymen 1
T
27zjsin2 x dx
0
T
= 7 [ (1-cos(2x))dx 2
0
f 1
:né(x—ism(ZX)) 2
1

— 7% [=9,8696...]
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6. | Avstandet fran bagens punkt (x,3x—5x2) till origo &r d.
2

DA dr d? = f(x) = x° +(3x—5x2) =25x% —30x3 +10x%, 0< xs%.
f'(x) =100x> —90x? + 20x =10X(10X? — 9x + 2).
f'(x) =0 x=0v10x2 —9x+2=0,
av vilket x=0v X=%\/ x:%.
Vi far det storsta vardet i en intervallandpunkt eller i derivatans
nollstalle. Extremvardeskandidaterna ar darmed f (0)=0,
f (%) =0,3125 och f (%) =0,32, av vilka det sista vérdet &r storst.

—v(2)=3.2_5.4_2 3 4
Punkten y = y(g) =3 e 5 e = E Den efterfragade punkten ar
darmed (gig)-

7. L X —u
Normering: Mangden kaffe X ~N(z,10) = Z = T N(0,1).
Sannolikheten for ett underviktigt paket ar
P(X <500) = P(Z <04} =1-a(#3%).

Eftersom denna sannolikhet maste vara < 0,02, sa maste det gélla att
1—500

®(“35%)>0,98.

Enligt tabellen for fordelningsfunktionen géller approximativt

#=300 5 05
10

av vilket foljer ¢ >20,5+500=520,5.

Viéntevardet for mangden kaffe bor alltsa regleras till 521 gram.

8 Om talfdljden (ay, )ar geometrisk, sa géller G+l _ %

a) n  ap
= an2 =an-1-an,
av vilket a, =./a, ja,.; .

b) Om bn = */bn—lbn+l y Sé. al’ bn2 = bn—lbn+l'

Genom att ledvis dividera med uttrycket b.b, , far vi B, = bgﬂ ,
n-1 n

dvs. talfoljden &r geometrisk.
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Eftersom f (t) ar en jamn funktion ar den bage som ska undersokas

symmetrisk med avseende pa den lodrata axel som gar genom toppen.
Vi far bagens hojd med vardet x=0.

HGjden =-39f (0) + 231 =-39-1+231=192 meter.

b)

Halften av bagens bredd ar den positiva x-koordinaten for bagens
tjockanda. | bégens tjockanda ar y=0, dvs. -39 f () +231=0
& f(2)=2L=T stodberakning: f(t)=a @%(et +eit)= a.

Vi multiplicerar ledvis med uttrycket 2e', varvid vi far ekvationen

2 +«/ 2 _
(et) —2ae' +1=0. Vifar e' = 2at ga 4 =a++a?-1, vilket ger
t:In(aJ_r\/a2 —1).

2
L Attar in A - X _In| 77 77
Vi satter in varden: g_lntﬁi (E) —1},

96,1271...
av vilket x ~ 39In(5, 92 + /5,922 —1) :{

-96,1271...

Eftersom det negativa vardet inte duger ar bagens bredd
2x=192,2543... 2192 meter.

frt)y=1(e'—e™), dvs. y'(x)=-39- f'(g_g).iz_ff(i)

39 39
15 =X
—_1ll @39 _p 39
=—5| € e .

For den efterfragade vinkeln « galler ekvationen

tana = y'(—x)= %(e?’xg - e_3X9),

av vilket vi for vardet x =96,1271... far tana =5,8380..., och vidare
a =80,2801...° ~80°.
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10. | Anta att punkten C =(x,y) och E =(x,0). Da ar ATOC ~ ACOE,
a) | t 1 e 1

vilket ger — ==, av vilket foljer x==.

1 X t
Eftersom x% +y2 =1 sd&r y=v1-x°.
2 2

Koordinaterna for punkten C &r darmed (%,/1—(%) j: [%tT_lJ

b) Radien for den mindre cirkeln CT =+/t* —1. Vi betecknar DE =a.

Strackan TA=t -1 och AE :1—%. Vi far ekvationen

TA+AE +ED=TD, dvs. t—1+1—%+a:\/t2 —1, av vilket

L1 1-tPetP -l
t t '

a=+\t?—1-t

Riktningskoefficienten for strackan CD ar

2
y \/1tT Vt? -1

Kap =2 = =
T L2 tWt2 —1— (t2 _1)
t

t2 -1 1

ty/t? —1—(\/t2 —1)2 K N

Eftersom strackan OD :%—a :%—\/tz —1+t—% —t—t2 -1,
1

t—t? -1
pa samma linje.

ar kgp = =kcp - Darmed ligger punkterna B, D och C

1
oD
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11. X

, e
a) | F'()=——, 1
(1+ ex)
som ar positiv for varje x = pastaende. 1
ELLER:
X X
F(x) = et _l+e 121_ 1 | .
1+e*  1+¢" 1+e*
Da x vaxer sa avtar . , varvid differensen vaxer. Alltsa vaxer f(x) 1
+e
strangt.
b X
) e 1 1
1+e* 141
€
—)—1 =1,da x >, .
0+1
c) | Eftersom f(10)=0,99995...>0,999 1
och f(x)ar strangt vaxande, sa galler olikheten. 1
12. | Sant, 1
a)
eftersom till exempel talen x =y duger. 1
b) | Falskt, 1
eftersom det inte existerar ett storsta reellt tal . 1
c) | Sant, 1
darfor att om x =0, sa galler det for alla naturliga tal y att: 0<y. 1
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13.

En 16sning till ekvationen x° — x =1 & densamma som nollstéllet till

funktionen f(x)=x°—x—1. Eftersom f'(x)=5x*-1>0, d&
1<x<2,ar f(x) strangt véaxande i detta intervall.

Da det dessutom galler att f(1)=-1<0 och f(2)=29>0,

har den kontinuerliga funktionen f (x)exakt ett nollstélle och darmed
har ekvationen exakt en l0sning.

b)

5 5
: : ) Xn~ —Xn—1| 4x5"+1
Newtons iterationsformel &r xq,q = X — 1 n =1 1 .

XO :1
Xl :1, 25
Iterering: X, =1,1784...
X3 =1,1675...
X, =1,1673...~1,167

*14.

Vi ritar strackorna AD och BC. Da ar ~CBA = ~ZCDA bagvinklar till
samma bage AC. Dessutom har trianglarna en gemensam vinkel
Z/APC.

Dérmed ar trianglarna likformiga (vv).

Med stod av likformigheten galler % _Pc

PB’

av vilket vi genom att multiplicera korsvis far PA-PB=PC - PD.

Anta att K ar cirkelns medelpunkt. Vi ritar strdckorna AC och AD och
betecknar /CDA =« . Da d&r ZCKA= 2, eftersom den &r
motsvarande medelpunktsvinkel till samma cirkelbage AC. For
vinklarna i den likbenta triangeln CKA galler:

/ACK = Z/KAC =90° — « . Eftersom ZKAP =90°, ar
/CAP =90° —(9o° —a) —a.

Trianglarna PCA och DAP har tva lika stora vinklar. De &r da
likformiga, av vilket féljer att (PA)2 =PC-PD.

d)

Vi betecknar triangelns hornpunkter K, A, P. Hypotenusan skér cirkeln
I punkten E. Vi forlanger hypotenusan ¢ med EK =a, varvid
forlangningen traffar cirkeln i punkten D,

med stdd av deluppgift b géller PAZ = PE-PD.

Vi betecknar PA=b och PK =c, varvid b° = (c—a)(c+a)= c®—a?,

av vilket foljer Pythagoras sats a’ +b% =c?.
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*1;3- Eftersom kvadraten pa ett binom (x — y)2 =x%+ y2 —2xy >0, 1
a
s ar xys%(x2+y2) for varje x,y eR. 1
b) | Med stéd av foregaende ar x,y; + X, Y, + ...+ X, Yy
1
s%[(xlz + y12)+(x22 + y22)+...+(xn2 + ynzﬂ
:%[(xlz+x22+...+xn2)+(y12+y22+...+ ynzﬂ 1
Genom att i foregaende uttryck substituera x, :a—:\ och y, =%" far
uttrycket formen 2
2 2 2 2 2 2
1l +ay +..+a,” b+, 4+ Db B
E{ 2 n_ 4 =2 =50+ =1.
c) | Med stod av foregaende deluppgift ar
ab +...+ab, =xA Yy B+ .+ x,A-y,B=ABX Y +...+X,Y,) 1
<AB.1= 1
1

\/al2 +...+am2 \/b_L2 +...+bn2 :
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